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ΑΛΓΕΒΡΑ – τελική εξέταση          (29/06/09) 
 
 
1. ∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα:  
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α) Να βρείτε τον ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα του παραπάνω συστήµατος. 
β) Να βρείτε και να χαρακτηρίσετε τη λύση του συστήµατος. 
γ) Να βρείτε µια βάση για το χώρο S των λύσεων του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος.  
 
 
 
Απ: 
 
α) Είναι:  
 
 
 
 
 
 
 
 

β) Εποµένως θα είναι: 
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, δηλαδή 
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, δηλαδή το σύστηµα είναι αόριστο  

 
και, θέτοντας 

3 4x k, x m= = , παρατηρούµε ότι το σύστηµα παρουσιάζει διπαραµετρική απειρία λύσεων της  

 
µορφής: 
 
 
γ) Με αντίστοιχες γραµµοπράξεις για το αντίστοιχο οµογενές σύστηµα θα καταλήξουµε:  
 
 
 
Εποµένως, η λύση του θα είναι της µορφής:  
 

Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα ( )4
1 2 3 4: = x , x , x , x∈x x� . Για να ανήκει στο χώρο S των λύσεων του αντίστοιχου  

 
οµογενούς συστήµατος, θα πρέπει  
 
Τα                                                           αποδεικνύεται εύκολα ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητα κι εποµένως  
 
το σύνολο { }1 2U u ,u= αποτελεί µια βάση για το χώρο S των λύσεων του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος. 

 
Για τη γραµµική ανεξαρτησία των u1, u2 έχουµε: 
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2. ∆ίνονται τα σύνολα V1, V2, V3, V4, όπου:  
 

 ( ) ( ){ }1V 1,0, 1 , 2,1,3= −  

 ( ) ( ) ( ){ }2V 1,0, 1 , 2,1,3 , 4, 2, 6= − − − −  

 ( ) ( ) ( ){ }3V 1,0, 1 , 2,1,3 , 1,1,2= −  

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }4V 1,0, 1 , 2,1,3 , 1,1,2 , 9, 2,1= − −  

 

α) Να βρείτε και να δικαιολογήσετε ποιο από τα παραπάνω σύνολα αποτελεί βάση για τον 3� . 
β) Να εκφράσετε τις συντεταγµένες του ( )u 5,1, 2= −  ως προς τη βάση που επιλέξατε. 

 
Απ.: 
 
α) Επειδή                  , τα V1, V4 δεν µπορούν να αποτελούν βάση για τον     : τα στοιχεία του V1 είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα, αλλά δεν αρκούν για να παράγουν το χώρο, ενώ τα στοιχεία του V4 αρκούν για να παράγουν το 

χώρο, αλλά είναι γραµµικά εξαρτηµένα, αφού το πλήθος τους είναι µεγαλύτερο από             . 

Επίσης, το V2 δεν αποτελεί βάση, καθώς τα στοιχεία του είναι γραµµικά εξαρτηµένα.  

( παρατηρήστε ότι:                                 ) 
 
Ελέγχουµε το σύνολο V3: 
 
Αρκεί το σύστηµα                                                          να έχει µοναδική λύση τη:                           . 
 
 
Πράγµατι, παρατηρήστε ότι                               , εποµένως το οµογενές σύστηµα ως προς τους αγνώστους  
 
 
λ1, λ2, λ3 θα έχει µοναδική λύση, τη µηδενική. Εναλλακτικά µπορείτε να καταλήξετε στο ίδιο συµπέρασµα 
επιλύοντας το σύστηµα µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss. 
 Άρα βάση για τον      αποτελεί το σύνολο V3. 
 
β) Αρκεί να βρούµε c1, c2, c3 ∈� τέτοια, ώστε:  
 
 
Το σύστηµα γράφεται και σε µορφή πινάκων σαν            , όπου                      ,             ,  
 
Επιλύοντας το σύστηµα µε τη µέθοδο Cramer, θα βρούµε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
εποµένως                                                                           , δηλαδή                                    . 
 
 
Εναλλακτικά µπορείτε να εργαστείτε µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss. 
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3. Έστω η γραµµική απεικόνιση 
2 2T : →� � , της οποίας ο πίνακας ως προς τη standard βάση 

{ } ( ) ( ){ }1 2E e ,e 1,0 , 0,1= =  είναι ο E

2 7
A

1 4

 
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.  

 
α) Να βρείτε µια διαγωνοποίηση για τον πίνακα ΑΕ . 
β) Να βρείτε τον πίνακα της Τ, ΑS, ως προς τη βάση { } { }1 2 2 1 2S s , s 2e ,e 2e= = − . 

 
Απ.: 
 
α) Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του ΑΕ:  
 
Βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα του ΑΕ: 
 
 
- Για λ1=3:  
 
 
εποµένως                                 και το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 είναι το:  
 
 
 
- Για λ2=-5:  
 
 
εποµένως                                 και το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2 είναι το:  
 
 
Κατασκευάζουµε τον πίνακα                                   . 
 
 
Κατασκευάζουµε τον πίνακα                               και τον                                                           . 
 
 
Εποµένως, µια διαγωνοποίηση του ΑΕ είναι η                   . 
 
Πράγµατι:  
 
 
 
β)  
 
 Α΄τρόπος:   
 
Ως γνωστόν,                                    . Εποµένως:                                  και                                     . 
 
 
Για να βρούµε τον AS, αρκεί να βρούµε το αποτέλεσµα της δράσης του Τ σε κάθε διάνυσµα της βάσης του S, 

δηλαδή τα Τ(s1), T(s2). Λαµβάνοντας υπόψη ότι {s1, s2} = {2e2, e1–2e2}, δηλαδή ότι s1=2e2 και s2=e1–2e2, 

καθώς επίσης και ότι ο Τ είναι γραµµική απεικόνιση, δηλαδή ότι ισχύει: T(λx+µy) = λT(x)+µT(y), θα είναι: 

 
 
         
 
Τα Τ(s1), T(s2) στην παραπάνω µορφή είναι εκφρασµένα ως προς τη standard βάση. Για να εκφραστούν ως 

προς την S, αρκεί να εκφράσουµε τα e1, e2 ως προς s1, s2.  
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Είναι:                                        , οπότε αντικαθιστώντας θα βρούµε: 
 
 
 
                                                                                           , δηλαδή  
 
 
 
Β΄τρόπος:   
 
Εργαστείτε µε τον πίνακα αλλαγής βάσης. 
 
 
Επειδή                               , εύκολα βλέπουµε ότι                   . 
 
 
       
Από τον      βρίσκουµε:                                                                                         . 
 
 
 
 
Εναλλακτικά:                                                       και                                                  . 
 
 
 
 
Εποµένως θα είναι:                                                                        . 
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